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n Rechnen mit Primzahlen

Wahrscheinlich kennst du bereits die zu den Fruh-
lingsbluhern gehérende Primel sowie das Wort
primar.

Die Bezeichnung Primel leitet sich von dem latei-
nischen ,primula® ab, was so viel bedeutet, wie

»ich bin die erste“ und auf das zeitige Erschei-

nen dieser Pflanze im Frihjahr Bezug nimmt.
Ahnlich verhdlt es sich mit dem Wort Lprimar®, was
so viel heildt, wie ,an erster Stelle beziehungsweise
im Vordergrund stehend”.

In der Mathematik spielen die Primzahlen (lateinisch primus = der Erste) — auch
wenn es im ersten Moment nicht so erscheinen mag — eine ganz besondere
Rolle. Daraus ergibt sich die Frage: ,Was sind eigentlich Primzahlen?®

Bei den Primzahlen handelt es sich um naturliche Zahlen,
die nur durch 1 sowie durch sich selbst GANZZAHLIG
teilbar sind.

Aufgabe 1: Warum wird die 1, bei der es sich um eine natiirliche Zahl handelt,
nicht zu den Primzahlen gerechnet?

Die Reihenfolge der Primzahlen bis 20 lautet: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19.

Aufgabe 2: Wenn du dir die Primzahlen bis 20 genau anschaust, fdllt auf, dass
auller der 2 alle anderen Zahlen ungerade sind. Begriinde warum die
2 trotzdem eine Primzahl ist.
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n Rechnen mit Primzahlen

S Welchen praktischen Nutzen haben Primzahlen?

Dieser besteht darin, dass sich samtliche anderen natiirlichen Zahlen GANZZAH-
LIG in Primzahlen zerlegen lassen. Mit Hilfe einer derartigen Zerlegung kann man
beispielsweise bei sehr grof3en Brichen jene Zahlen sehr schnell und einfach finden,
durch die gekurzt werden soll.

o Wie erfolgt nun die Zerlegung in Primzahlen?
Hierzu zundchst ein ganz einfaches Beispiel, flur das wir die Zahl 12 verwenden:

» Im ersten Schritt prifst du, ob sich 12 ganzzahlig durch die kleinste Primzahl, also
die 2 teilen lasst. Das ist moglich, 12 : 2 = 6.

* Im ndchsten Schritt prufst du, ob sich auch die ermittelte 6 durch die kleinste Prim-
zahl, also die 2 teilen lasst. Das ist ebenfalls moglich, 6 : 2 = 3.

» Bei der 3, die als Quotient bei der letzten Division ermittelt wurde, handelt es sich
um eine Primzahl, deshalb erfolgt keine weitere Teilung.

» Fugen wir nun alle ermittelten Primzahlen, in welche die 12 zerlegt wurde, zu einer
Multiplikation zusammen, ergibt das 2«2 « 3 = 12.

Ein zweites Beispiel, bei dem die 80 in Primzahlen zerlegt werden soll:

* Im ersten Schritt prifst du, ob sich 80 durch die kleinste Primzahl, also die 2 teilen
lasst. Das ist moglich, 80 : 2 = 40.

* Im ndchsten Schritt prifst du, ob sich auch die ermittelte 40 durch die kleinste
Primzahl, also die 2 teilen Iasst. Das ist ebenfalls mdglich, 40 : 2 = 20.

* Nun wird gepruft, ob sich die ermittelte 20 durch die kleinste Primzahl, also die 2
teilen lasst. Das ist ebenfalls moglich, 20 : 2 = 10.

* Auch die ermittelte 10 lasst sich durch die 2 teilen. 10 : 2 = 5.

» Bei der 5, die als Quotient bei der letzten Division ermittelt wurde, handelt es sich
um eine Primzahl, deshalb erfolgt keine weitere Teilung.

» Fugen wir nun alle ermittelten Primzahlen, in welche die 80 zerlegt wurde, zu einer
Multiplikation zusammen, ergibtdas 2222« 5 = 80.

Ein drittes Beispiel, bei dem die 9 in Primzahlen zerlegt werden soll.

* Im ersten Schritt wird gepruft, ob sich die 9 ganzzahlig durch die kleinste Primzahl,
also die 2 teilen lasst. Das ist nicht moglich.

* Nun wird gepruft, ob sich die 9 ganzzahlig durch die ndchstgréfere Primzahl, also
die 3, zerlegen lasst. Das ist moglich, 9 : 3 = 3.
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» Bei der 3, die als Quotient bei der letzten Division ermittelt wurde, handelt es sich
um eine Primzahl, deshalb erfolgt keine weitere Teilung.
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* Fugen wir nun alle ermittelten Primzahlen, in welche die 9 zerlegt wurde, zu einer
Multiplikation zusammen, ergibt das 3 + 3 = 9.
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n Rechnen mit Primzahlen

Aufqabe 3: Zerlege die 42 in Primzahlen. Notiere dabei kurz deine Vorgehensweise.

Wie bereits erwdhnt, lassen sich grof3zahlige Bruche mit Hilfe der Primzahlen-
zerlegung kirzen, wodurch man eine bessere Ubersichtlichkeit fiir den weiteren
Rechenverlauf erhalt.

Wichtig ist bei der Primzahlenzerlegung von Briichen,
dass sich sowohl Nenner als auch Zahler immer durch
gemeinsame Primzahlen teilen lassen!

Fir eine Beispielrechnung soll der Bruch &% dienen.

* Man prift, ob sich sowohl Nenner als auch Zahler durch die kleinste Primzahl, also
die 2 teilen lassen. Das ist moglich (84 : 2 =42 und 112 :2 = 56) => & = #2 .

* Im ndchsten Schritt pruft man erneut, ob sich auch % durch eine Primzahl kirzen
lasst. Dabei beginnt man erneut mit der kleinsten Primzahl, also der 2. Ein derarti-
ges Kiirzen ist ebenfalls moglich (42 :2 =21 und 56 : 2 = 28) => &&= 5}

« Im folgenden Schritt priift man erneut, ob sich auch die 4} durch 2 kiirzen Iasst.
Das ist nicht mdglich. Man probiert ein Kirzen mit der ndchst gréReren Primzahl
also der 3. Aber auch das ist nicht moglich. Ebenso gelingt kein Kirzen mit der
Primzahl 5. Aber eine Division durch die Primzahl 7 ist schlieRlich mdglich
(21:7=3und28:7=4)=> 8, =3 .

« Ein weiteres Kiirzen von 3 ist nicht moglich.

* Im letzten Schritt multipliziert man die Primzahlen, durch die in den vorherigen
Schritten gekiirzt wurde (also 2 * 2 + 7) und erhdlt 28. Man hatte also die &%
auch sofort durch 28 kirzen konnen, um % zu erhalten. Mathematisch wurde das

so aussehen: £4 =%

Aufgabe 4: Der Beispielbruch £ls soll gekiirzt werden. Notiere dabei kurz deine
Vorgehensweise.
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Losungen

n Rechnen mit Primzahlen

Aufgabe 1: GemdR Definition missen Primzahlen durch 1 und sich selbst teilbar sein. Fir die 1
wdre dann eine Dopplung vorhanden (teilbar durch 1 und bezogen auf den zweiten Teil
der Definition ,durch sich selbst teilbar, noch nochmals durch 1 teilbar).

Aufgabe 2: Die 2 erfiillt alle Kriterien, die in der Definition der Primzahlen stehen.
Sie ist durch 1 (2 : 1 = 2) sowie durch sich selbst (2 : 2 = 1) teilbar.

Aufgabe 3: + Im ersten Schritt wird geprift, ob sich die 42 ganzzahlig durch die kleinste Primzahl,

also die 2 teilen Idsst. Das ist moglich, 42 : 2 = 21.

* Im ndchsten Schritt priifst du, ob sich auch die ermittelte 21 durch die kleinste Prim-
zahl, also die 2 teilen Idsst. Das ist nicht moglich.

» Deshalb prift man im folgenden Schritt, ob sich die 21 durch die ndchst gréRere
Primzahl, also die 3 teilen lasst. Das ist moglich, 21 : 3 =7.

» Bei der 7, die als Quotient bei der letzten Division ermittelt wurde, handelt es sich um
eine Primzahl, deshalb erfolgt keine weitere Teilung.

» Fugen wir alle ermittelten Primzahlen, in welche die 42 zerlegt wurde, zu einer Multi-
plikation zusammen, ergibt das 2«3 « 7 =42,

Aufgabe 4: + Ein Kirzen beider Zahlen durch die 2 als kleinste Primzahl ist nicht méglich (das
kann man bereits an der 819 feststellen, deren letzte Ziffer zu den ungeraden Zahlen
gehort, welche sich bekanntlich nicht ganzzahlig durch 2 teilen lassen.)

» Man priift, ob ein Kirzen durch die ndchste Primzahl, also die 3 mdglich ist. Das ist
der Fall (819 : 3 =273 und 1008 : 3 = 336) => £ =203

» Im folgenden Schritt prift man, ob ein nochmaliges Kirzen durch 3 mdglich ist. Auch
das ist der Fall (273 : 3 =91und 336 : 3 = 112) => ££2 = 2L

» Man prift nun, ob sich auch % durch 3 kirzen IGsst. Das ist nicht der Fall. Ebenso
kann man diese Zahl nicht durch die ndchste Primzahl, also die 5 kirzen. Aber ein
Kirzen durch die dorouffolgende Primzahl, die 7, ist moglich (91 : 7 =13 und

- s 9 _ 13
1M2:7=16)=> 335 = 4§ -

» Ein weiteres Kirzen des Bruchs ist nicht mdglich, weil es sich bei der 13 um eine
Primzahl handelt und die 16 kein ganzzahliges Mehrfaches von dieser Zahl ist.

* Man multipliziert die Primzahlen, durch die in den vorangegangenen Schritten ge-
kiirzt wurde (also 3 « 3 » 7) und erhdlt 63. Somit wdre es auch moglich gewesen,

819 ¥ = 819 = 13
10068 sofort durch 63 zu klirzen => 1068 16
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